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Description

Ce cours a pour but d'introduire les notions topologiques de base nécessaires au calcul intégral et au calcul différentiel.

Il a aussi pour but de renforcer les bases du raisonnement, de revoir les fondements de I'analyse réelle et des fonctions continues
d'une variable réelle et les généraliser aux fonctions de plusieurs variables réelles.

Préliminaires sur R.

(a) Développement décimal d’un réel. Caractérisation des nombres rationnels.

(b) L'ordre sur R. Le théoréme de la borne supérieure : construction de la borne supérieure a I'aide des développements décimaux.
(c) Les suites réelles. Convergence, limite. Caractérisation séquentielle de la borne supérieure. Les suites réelles monotones. Le
théoréme des segments emboités et les suites adjacentes.

(d) Valeurs d’adhérence d’'une suite réelle. Théoréme de Bolzano-Weierstrass.
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(e) Continuité d’'une fonction d'une variable réelle. Critere séquentiel. Théoreme des valeurs intermédiaires. Toute fonction f
continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes,
(f) Convergence simple et uniforme des suites de fonctions. Limite uniforme de fonctions continues.

Espaces vectoriels normés.

(a) Norme sur un espace vectoriel réel, distance associée. Exemples fondamentaux.

(b) Cas particulier : les produits scalaires. Définition, normes et distances associées. Exemples

(c) Boules et parties bornées d’'un espace vectoriel normé.

(d) Suites d’'un espace vectoriel normé. Suites convergentes. Suite de R n .

(e) Parties fermées, parties ouvertes d’'un espace vectoriel normé. Intersection et réunion. Adhérence, intérieur d'une partie d’'un
EVN.

(f) Les parties connexes par arcs d’'un EVN (la connexité est hors-programme). Parties connexes par arcs de R.(g) Suites extraites
et valeurs d’adhérence. Le théoreme de Bolzano-Weierstrass dans R n .

(h) Parties compactes d’un EVN. Caractérisation en dimension finie.

(i) Parties denses d’'un EVN.

3. Fonctions continues entre parties d'un EVN.

(a) Continuité. Critere séquentiel. Exemple : les fonctions lipschitziennes.

(b) Opérations usuelles. Composée, sommes, produits.

(c) Fonctions continues a valeurs dans R n .

(d) Fonctions continues dont la source estR n .

(e) Densité et continuité.

(f) Continuité et connexité par arcs.

(g) Compacité et continuité. Equivalence des normes dans R n .

(h) Homéomorphismes.

(i) Applications linéaires continues, caractérisation, norme.

(i) Fonctions uniformément continues. Définition, exemples, critere séquentiel. Théoreme de Heine. Conséquence fondamentale :
les fonctions affines par morceaux sur un segment sont denses dans I'espace des fonctions continues muni de la norme infinie.
(k) Théoréme de Weierstrass (sans preuve).

4. Complétude.

(a) Suites de Cauchy d’'un EVN.

(b) Parties complétes d’'un EVN. Exemples : R n, C([0; 1]; R). Espaces de Banach. Dans un Banach, toute série absolument
convergente est convergente. Applications : la convergence normale implique la convergence uniforme, la convergence des
intégrales absolument convergentes, exponentielle de matrices.

(c) Le théoreme du point fixe pour les applications contractantes. Exemples : résolution de f (x) = x pour les fonctions d’'une variable
réelle et retour sur les suitesun+1=f(un),

méthode de Newton.

(d) Projection orthogonale. Exemple : les séries de Fourier. Les formes linéaires continues dans les Hilbert.

(e) Le théoreme de prolongement des applications uniformément continues sur une partie dense. Application : une fonction
dérivable sur ]a ; b] dont la dérivée est bornée se prolonge continuement sur [a ; b].
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Heures d'enseignement

TD TD
CM CM

Période : Semestre 5

Infos pratiques
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Contacts

Responsable pédagogique
Hervé Pajot

Z herve.pajot@univ-grenoble-alpes.fr

Lieu(x) ville

> Grenoble

Campus

> Grenoble - Domaine universitaire
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